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?H�:���� �4 ���% 
���" &* �I���5� � <�	
4 �� )�� )����* )�J� 
���" &* >K/ � <�	
4 
���" &* .$L� (�� 6����
?H�:���� �4 �0 ���% :� ���0 #�M4 &���� &* N���* 6�� �� ���/ &
JF 	�O =�8P� � ���% �� :� �"�4	;4 Q��R ���4 :� >�

����	 �

)�&S��G4 <�	
4 6�� ?H���� �����/ <9 �* �����0 &� ./� �;
;� ��	S� <�	
4 H
/��� �4 <�	
4 :� &� �2�M4 6��" T���4
�4 &�-% �
�� :� )�&S��G4�0 &* <�	
4 ��� ��U &* ?	��$0 ��
�4 Q��R )���� &� 7�V � W�X ,�S �� �* ��	S� :� ./�
&���� �� ��	S� )���� Q��R <��0 ,�S �� 6�� &� 	��* �	� 
���" 7�V � W�X ,�S &* @�/�4 ,�S �� �5�9 6
* &� ���

Y��� �4 
���" ��: ,�� &* <�	
4 �" Z
F� ��U &* ?	���*

� + : F × F −→ F �[ �\� .��� � ���G*�X[.���� �� ����0 &* F )&S��G4 �� ,[ 4�� {F, +, ·}[����/� �� ������
Y	���* ���F�* ��: Q��R ��%�0 ��� �4 �	���R 1 <�	
4 �� · : F × F −→ F

A1 : ∃ 0 ∈ F | ∀α ∈ F, 0 + α = α + 0 = α,

A2 : ∀ α ∈ F, ∃ (−α) ∈ F, | α + (−α) = (−α) + α = 0, +1�

M1 : ∃1 ∈ F | ∀α ∈ F, 1 · α = α · 1 = α,

M2 : ∀ α �= 0 ∈ F ∃ (α−1) | α · (α−1) = (α−1) = 1, +2�

�

AM : ∀ α, β, γ ∈ F, α · (β + γ) = α · β + α · γ. +3�
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�� �� 7�V )��* ���G*�X .
��R ��%�0 ?H
�� �4 ���-�/� αβ �[ ��� :� α · β �[ ��� )�G* �%��/ )��* =�F�� )��
$*��
?H
��% �4 2 ���G*�X�� <�	
4 �� �� <9 	��8����F�* <�	
4

�� ���� ���

H
/��� �4 �0 <9 :� &� ������4 7�V� W�X ����0 &* C ]��L4 ��	S� � R �;
;� ��	S� NQ ���% ��	S� )�0 &S��G4 � ��	

?	��$0 <�	
4 :� ��54 )�0 #�M4

i, j, k ���� &/ Y��� �4 
���" ��: 1
"�" &* &� ./� ]��L4 ��	S� :� ��
��" 3�0 <�
��"��� �[ ��G*�X�� <�	
4 � ��	

Y	��� �4 ^	� ��: )�0 .
��R�� &� H��
% �4�'���

i2 = j2 = k2 = −1, ij = −ji = k, jk = −kj = i, ki = −ik = j. +4�

Y��� �4 
���"��: ,�� &* H �0 <�
��"��� &S��G4

H := {q|q = q0 + q1i + q2j + q3k, q0, q1, q2, q3 ∈ R}. +5�

Y	��� �4 W�X H0 �* ��: ,�� &*q � p <�
��"��� ��

p + q := (p0 + q0) + (p1 + q1)i + (p2 + q2)j + (p3 + q3)k. +6�

?.$
� ���G*�X �2� ./���\� .��� 7�V 6�� ?��
% �4 =��� 4 )&3*�� &* &X�" �* �
� <�
��"��� �� 6�� 7�V 6
�O H0
Y�* ./��*��* � ��� �4 ���� <��� q �* q <�
��"��� �� _���4

q := q0 − q1i − q2j − q3k. +7�

Y�* ./��*��* <9 _���4�� q <�
��"��� �� 7�J����

qq = q2
0 + q2

1 + q2
2 + q2

3 . +8�

Y�* ./��*��*� ��� �4 ���� <��� |q| �* q <�
��"��� �� �:�	��

|q| :=
√

qq. +9�

Y�* ./��*��* &� ���� �*�V <���� �� �-��
` <�
��"����0

q−1 :=
q

|q|2 . +10�

Non-Commutative Field2

Quaternion3
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)&S��G4 Nn ,M4 #�� �[	S �0 )�:� &* � ��	


Zn = {0, 1, 2, · · ·n − 1} +11�

&* 7�V � W�X �M�R �JS <�	
4 6���� ?	0� �4 ,
��" <�	
4 �� N	��
% �4 =��� n[b�/ &* 7�V � W�X <9�� &�
?./� @:c n �[	S <��* #�� &� 	
�� .F� ?	��$0 1 � 01
"�"

N	��$0 #�� <9 &* .8$� &� n :����O�� �[ �	S� @��" � �-� �	S :� &� Z∗
n )&S��G4 ����9 	��8� #�� n �[	S ��%�0 � ��	


?./� <�	
4 �� ��� �4 ,
��"

?n �* ./� �*��* Z∗
n <�	
4 &8"�4 #�M4 <���S &* ?./� <�	
4 <9 )�JS� ��	�" <�	
4 �� ) ����
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, M 4 #�� �	 S � � :� . /� =�� 8 S ���� � 0 <�	 
 4 � � & 8 "� 4 & � �� � � 4 ���� <� � � N� 8 X �� H 5 4 & 
 J F � � � *� � *
?H
�� <�
* ./� (�� 6�� d�V�4 :� _��R <9 =�8P� &� &
JF�� �� ./���5* �� 12�34 6�� ?pn[,M4 #�� �	S�� :� ����" �� p

��
 ����
 ���� ���� �����

?./��-� �� .8M4 )�	S n � #�� �	S �� p <9�� &� pn =��� &* ./� )�	S �����0 <�	
4 �� &8"�4 Y
2�

?���� ��X� &8"�4 <9 �* <�	
4 �� �I��� pn �[	S�0 )�:� &* Y7

?	��$0 <�$�� H0 �* �I��� 	���* &���� &8"�4 �� &� ���	
4 �� �0 Y_

<��� <��� )��* GFpn �[��� :� cI ���4 .8/��4 6
�0 &* ?H
0� <��� <9 )&8"�4 �* �� <�	
4 �0 ./� ���� ^�� &
JF �*��*
?./� ��2�% <�	
4 ���� Galois F ield[
-L4 GF [.4ES ?��� �4 ���-�/� <�	
4 ��

YH���9 �4 �0 <�	
4 :� )���
* )�0 #�M4 ��: ��

Y./� D &8"� �* <�	
4 �� ��: &S��G4 � ��	


GF4 = {0, 1, x, 1 + x | 1 + x + x2 ≡ 0}. +12�
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Y./� C &8"� �* <�	
4 �� ��: &S��G4 � ��	


GF8 = {0, 1, x, x2, 1 + x, 1 + x2, x + x2, 1 + x + x2 | 1 + x + x3 = 0} +13�

?	��$
� #�� �	S �� :� ����" �	S�� 6�� ���: N���	� ��X� Aa �� e EI M4 &8"�4 �* ���	
4 f
0 &� 	
�� .F�

�
���� �
�� �

?./� �/�/� 
���" )��9��� �5�" gL* 6�� T	0 ?H�:���� �4 )����* )�J� �� 
���" )������ &* �5�" .�$F 6�� ��
?	�� &�X��4 �3R �8X 7��� �� &* .$��* �4 ���
* &�2�34 )��* 	��FES �	����R

�	� 
���" ��: ,�S �� ��%�0 H
��% �4 F h <�	
4 )�� )����* )�J� �� �� V &S��G4 ������

+ : V × V −→ V � . : F × V −→ V +14�

Y	���* ��: )�0 .
��R )�����

A1 : x + y = y + x

A2 : (x + y) + z = x + (y + z)

A3 : ∃0 ∈ V | 0 + x = x

A4 : ∀x ∈ V ∃ − x ∈ V | −x + x = 0,

M1 : α(x + y) = αx + αy

M2 : (α + β)x = αx + βx

M1 : α(βx) = (αβ)x

M1 : 1x = x. +15�

?��� �4 �	
4�� v �[���* �� α �[ 2��/� 7�V α u � ����* �� W�X u + v Nα ∈ F �	S �0 � v � u ����* �� �0 )�:� &*
�� �;
;� )����* )�J� �� V )����* )�J� N	��* C[]��L4 ��	S� <�	
4�� R �[ ;
;� ��	S� <�	
4 F &� 6�� &* &�$*

?H
��% �4 ]��L4

�5�	* �2��/� 7�V � + W�X 
���" �0 #�M4 6�� 1�`� �� ?	��$0 )����* )�J� �� @�	��0 ��: )�0 &S��G4 ��
 ��	

?	�� ��5��
� �� �'� ���4 ��
8U 
���" ��R 	���" �4 �	����R � ./�
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?./� �;
;� )����* )�J� �� �;
;� 1"�4 )�0 ���" n &S��G4 �� Rn i A

?./� ]��L4 )����* )�J� �� N]��L4 1"�4 ���" n &S��G4�� Cn i a

?./� )����* )�J��� �
� N	��$0 F <�	
4������S <9 )�0 &���� &�m×n)�0>��"�4 &S��G4��Mm×n(F )i B

�4 ,
��" )����* )�J� �� �
� 	��$0 F [<�	
4 �� ����S <9 )�0 &���� &� 1"�4 )�0 ���" n &S��G4 �� Fn i D
?	� 	0��R qn �* �*��* � ��	!4 �
� Fn )����* )�J� )�JS� ��	�" ����9 N	��* q �* �*��* � ��	!4 F )&8"�4 ��%�0 ?	0�
��	;4 q 	���" �4 fi )&���� �0 � ./� v = (f1, f2, · · · fn)[=��� &* v ∈ Fn �[JS �0 ���: ./� ���/ H0 �4� 6�� ,
2�

Y:� 	�"��8S Z2
2 )�0 ����* #�M4 <���S &* ?	�� ��
�R� �� 
��L4

Z2
2 = {

(
0
0

)
,

(
0
1

)
,

(
1
0

)
,

(
1
1

)
} +16�

���� �

?./� �	� 
���" <9 �� ,�S �� �5�" ���: N���� )����/ ��
$* ���R�/ ���% )����* )�J� � <�	
4 �* (�
F ��

&* e ∈ G � �S �� � ∗ : G × G −→ G ���"�� ,�S �� ����5* G &S��G4 �� :� ./� =��8S ���% �� ������
Y	���* &���� �� ��: )�0 .
��R &� )�!�

Y )��\� .��� Y 
2�

∀a, b, c ∈ G (a ∗ b) ∗ c = a ∗ (b ∗ c) +17�

�M�R �JS Y 7

∀a ∈ G a ∗ e = e ∗ a = a +18�

<���� �JS Y _

∀a ∈ G ∃a−1 | a−1 ∗ a = a ∗ a−1 = e +19�

j



?H
$��� �4 ab =��� &* �� b � a ,M4 � �S�� 7�V � H
�� �4 �'� T�� ∗ ���� 6���� :� 	�* &* 6��:�

���% =��� 6�� �
` �� � ��� �4 �	���R 4 ��*9 ���% N	��* &���� ��X� ���%�� ab = ba &��V� .
��R &� ��%�0
?��� �4 �	���R 5 ��*9�
`

�����

?./���� ���% �M�R �JS Y
2�

?./���� ���% �JS �� <���� Y 7

?(g−1)−1 = g N g ∈ G �0 )�:� &* Y _

?(ab)−1 = b−1a−1 Na, b ∈ G �0 )�:� &* Y �

������

Y .��� H
0��R =��� 6���� ?	���* �M�R �JS ���0 e′ � e &� 	
�� k�� ����

e′ = ee′ = e +20�

?H�� ���� ���-�/� e′ <��* �M�R :� @�� )��$"�� � e <��* �M�R :� #�� )��$"�� &�

H���� =��� 6���� ?	���* a �JS <���� ���0 x′ � x &� 	
�� k�� ��

ax = e, ya = e +21�

Y.��� H
0��R H
�� 7�V y�� lO :��� #�� )��$" �%�

y(ax) = ye,−→ (ya)x = y, ex = y, x = y. +22�

?./� <�/9 � � _ )�0 .�$F =�8P�

Abellian Group4

Non-Abellian Group5
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?b = c ����9 ab = ac �%� �����

�	
4�� T\� �	S�F N�	S�F 6�� ?H
�� �4 ���-�/� )��\� .��� :� � H
�� �4 7�V a <���� �� lO :� �� 6
��U ������
?���� ��X� �
� ./�� :� T\� )��* <9 &*��4 � ��� �4

&� 	�0� �4 <��� T\� 	S��F ?��� ,
��" H
/��� �4 &� T����4 )���4 <��0 &* �*�V #�	X <��" �4 ���% �� )��*
?	��* &���� ��X� )����" �JS .$��* ��� ����/ ���3/ f
0�� ���% 7�V #�	X ��

?	
�� )	�* &;8U���5�9 � 	
0� ,
��" �� �JS j �" a �* )�0 ���% 7�V #�	X �����

�0��% ?	�0� �4 <��� |G| �[ ��� �* � 	�4�� �4 ���% <9 &8"�4 �� G ,M4 ���% �� )�JS� ��	�" � �! "� ����
 ������
�0���4 )�0 ���% &* ���
* (�� 6�� ���	�*� )�0 , � �� ?��� �4 �	
4�� 6 �0���4 ���% ./� �0���4 �[	S �� <9 &8"�4 &�

?H�:���� �4 &�/�
� )�0 ���% Q� L* �0���4�� )�0 ���% &�2�34 &* �0 , � &
;* �� �2� H�:���� �4

��
� �
�	 �� �

�4 ���% �� ,
��" 7�V ,�S �* �� � W�X ,�S �* ���5�" &* @�	��0 H���� ��m #�� gL* �� &� ���0 <�	
4 &� ./� ��
8U
?	�0�

?	��� �4 ����4 ��: ,�� &* �0 ���% :� ��� � H54 #�M4 ��

,�S �* Aut(S) ����9 N	���* S )�� ��\� <���� )�0 .���� @��" &S��G4 Aut(S) � ���L2� &S��G4 �� S ��%�0 ���	

�� f, g ∈ Aut(S) �%� ?��� �4 �	���R S )�0 7 )�0 ���/��R ���% ���% 6�� ?	0� �4 ,
��" ���% �� �0 .���� 1
��"

Y��� �4 
���" ��: ,�� &* �5�9 7�V 	���* ���% 6�� :� �JS

(fg)(x) := f(g(x)), ∀x ∈ S +23�

.���� 6
�O H0 ?fg ∈ Aut(S) &� H
*�� �4�� N./� ��\� <���� .���� �� ��\� <���� .���� �� 1
��" &� �G�9 :�
6�� &* ���0	
F �� 	
F <����� �* <��" �4 ?	0� �4 ,
��" �� ���% 6�� �M�R �[JS e(x) = x, x ∈ S 
���" �* ����0

Finite Group6

Automorphisms7

n



?	���* ���% �
� ��R &� ���9 ./	* �� S )�� ��\� <���� W*��" :� ���0&S��G4��: W*��"

6�� 6
* .����X �� �X )�
O ��\� <���� .�����0 &� �G�9 :� N	��* �JS n �* �0���4 &S��G4 �� S ��%�0 ���	

?��� �4 ���� <��� Sn �* &� �� n 6
* )�0 .����X ���% :� ��* 	0��R =��8S Aut(S) N.$
� �JS�

��� ������ ���� ���

���% 6�� WF�� �� ?	��� �4 
���" )����* )�J� �� )�� �3R =E�	8" =��� &* �0 ���% :� H54 ��
$* � W
/� &�/� ��
���V� .
��R )���� �'� ���4 )�0 .���� <9�� &� 	��$0 )����* )�0�J� )�� ���/��R )�0 ���% :� ���0 ���% ��: �0
�4 g���� V �* S )�X &*�* �� �'� ���4 &S��G4 b��� )�0 )���%���� �* Z*�3" )��* 	�* &* 6�� :� ?	��$0 <��* �3R <��*
&* )����* )�J� �� <��� <��� )��* cI ���4 H
��� �4 &����O V .4ES ?H
�� ���� 	
��" <9 �3R ���R�/ )�� &� H
0�
���% �� <9 � H
0� �4 <��� GL(V ) �* �� V )����* )�J� �� )�� ��\� <���� �3R )�0 ,�	8" )&S��G4 ?��� �4 ���
<��* �3R �X &* )���� 	
F f
0 &� ./���4 6�� &* =E�	8" 6�� <��* �4��S ?H
���R �4 8 V )�� �3R �4��S =E�	8"

?	���	�
��� �4 
��� " .��� � �� 1
�� " =��� &* <� �O H0 �JS �� 7�V ��� �9 N	��� * GL(V ) :� �JS �� T ′ � T �� %�0
<��� <9 >��"�4 �* �� �3R .���� �0 H
���" �4 V )����* )�J� )��* &��� �� 7�L��� �* ?TT ′(x) = T (T ′(x)) ����
?	� 	0��R .��� � �� 6�� & * & �$ *�� )�0 >�� "� 4 7�V � * �o� � � 4 T ′ � T [.��� � �� 1
�� " =��� 6�� �� &� H
0�
&� T [.���� &* &�$*�� >��"�4 N	��* �	� 
���" F [<�	
4 )�� �J� 6�� � 	��* )	�* n V )����* )�J� �%� 6���*��*
>�� "� 4 &S��G4 ]���� 6���� ?	� 	0��R F & * Z�� � 4 )�0 & ���� � * �� *�4 >�� "� 4 �� H
0� �4 <��� T̂ � * �� <9
<��0 � * ��� % 6 �� ?H 
0� �4 g��� � GLn(F ) �[ � � � � * �� <9 &� 	 �0� �4 ,
�� " ��� % �� T̂ [)	� * n � �� *� 4 )�0
.F� ?��� H
0��R <� 
 * � " Z
 F� =��� &* �I	� * �� ���$� � )��5� @�5-4 & � 8 2� ?./� <�$�� GL(V ) ��� � #�� ���%
?./����� qn2 :� <9 )&8"�4 &� ��* 	0��R �0���4 ���% �� �
� GLn(F ) 	��* q )&8"�4 �* �0���4 <�	
4 �� F ��%�0 &� 	
��

?	
$���* �� GL2(F ) ���% ����S N	��* F = Z2 �%� ������

?	
$���* �� GL2(F ) ���% ����S N	��* F = Z3 �%� ������

�0���4�� ���% �� <9 )�� �3R =E�	8" ���% N	��* )	�* n �;
;� )����* )�J� �� V )����* )�J� ��%�0 ���	

&* ?./� �;
;� )�0 &���� �* n × n �[ �\� <���� >��"�4 �� ���% 6�� � �S�0 ?H
0� �4 <��� GLn(R) �* �� <9 &� ./�

H���� #�M4 <���S

General Linear Transformations on V8

C



GL2(R) = {
(

a b
c d

)
, | a, b, c, d, ∈ R, ad − bc �= 0}. +24�

&* ��
(

x
y

)
����* &� ./� �3R ,�	8" �� ���% 6�� :� �JS �0 ?./� )	�* �� &!-� )�� =E�	8" ���% ���% 6��

<9 �� &� ����� �4
(

x′

y′

)
�[���*

(
x′

y′

)
=

(
a b
c d

) (
x
y

)
=

(
ax + by
cx + dy

)
. +25�

)�0 >��"�4 ���% N	��� ^	� AAT = I p[ �� �� ���� 	���* 	4���4 &� GL2(R) )�0 >��"�4 :� )� &S��G4 ��: ���	

���� =��8S &* ?��� �4 ���� <��� O2(R) �[ ��� �* &� 	�0� �4 ,
��" �� �;
;� )	�* �� 	4���4

O2(R) = {A ∈ GL2(R), | AAT = I}. +26�

�* �*��* �5�9 <��
4�"� &� �0 >��"�4 6�� :� )�&S��G4 ��: ?det(A) = ±1 &� .��% &G
�� <��" �4 AAT = I &� 6�� :�
<��� 	���" �4 �����* �	����R ?��� �4 ���� g���� SO2(R) ���� �* ���% 6�� ?	�0� �4 ���% �� ,
��" ��R ./� ��

Y��� g���� ��: ,�� &* <��" �4 �� SO2(R) ���% &* Z���4 A[>��"�4�0 &� 	0�

A =
(

cos θ sin θ
− sin θ cos θ

)
, θ ∈ [0, 2π]. +27�

�� ��: ,�� &* <���� �� ���% 6�� :� �JS �0 ���: N	�4�� �4 �
� )	�*�� &!-� )�0 <���� ���% �� SO2(R) ���%
Y	�� �4 �;2� )	�* �� &!-�

(
x
y

)
−→

(
x′

y′

)
=

(
cos θ sin θ
− sin θ cos θ

) (
x
y

)
. +28�

���� g���� O3(R) ���� �* ���% 6�� ?	�0� �4 ���% �� ,
��" 	4���4 �;
;� � )	�* &/ )�0 >��"�4 &S��G4 ���	

���� <�*: &* ?./�0 >��"�4 6�� <��* 	4���4 )���4 &* O � >��"�4 )�0 &���� <��* �;
;� )���4 &* R <9�� &� ��� �4

H����

O3(R) = {A ∈ GL3(R), | AAT = I}. +29�
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�* �*��* �5�9 <��
4�"� &� �0 >��"�4 6�� :� )�&S��G4 ��: ?det(A) = ±1 &� .��% &G
�� <��" �4 AAT = I &� 6�� :�
H
0� �4 <��� �	��9 )�5/�� �� ?��� �4 ���� g���� SO3(R) ���� �* ���% 6�� ?	�0� �4 ���% �� ,
��" ��R ./� ��
)	�* &/ )�J� �� ����* �� r ��%�0 &� ���4 6�� &* ?	�� �4 �;2� )	�* &/ )�J� �� <���� �� ���% 6�� :� �JS �0 &�
?./� rL�4 &���: �� �:�	�� &* � ��!4 �� #�� r �[���* )&���� <���� r′ = Ar �[���* A ∈ SO3(R) �0 )�:� &* ����� N	��*
?.��% H
0��R ��� �	��9 )�0 (�� �� �� d�V�4 6�� ?���9 ./	* A>��"�4 )�� :� <��" �4 �� <���� &���: � <���� ��!4

�0���4�� ���% �� <9 )�� �3R =E�	8" ���% N	��* )	�* n ]��L4 )����* )�J� �� V )����* )�J� ��%�0 ���	

&* ?./� ]��L4 )�0 &���� �* n × n �[ �\� <���� >��"�4 �� ���% 6�� � �S�0 ?H
0� �4 <��� GLn(C) �* �� <9 &� ./�

H���� #�M4 <���S

GL2(C) = {
(

a b
c d

)
, | a, b, c, d, ∈ C, ad − bc �= 0}. +30�

?./� )	�* �� ]��L4 )�J� �� )�� �3R =E�	8" ���% N���% 6��

)�0 >��"�4 ���% N	��� ^	� UU † = I p[ �� �� ���� 	���* ����� &� GLn(C) )�0 >��"�4 :� )� &S��G4 ��: ���	

���� =��8S &* ?��� �4 ���� <��� Un(C) �[��� �* &� 	�0� �4 ,
��" �� n �����

Un(C) = {U ∈ GLn(C), | UU † = I}. +31�

&� �0 >��"�4 6�� :� )�&S��G4 ��: ?det(U) = eiφ � � |det(U)| = 1 &� .��% &G
� � <�� " �4 UU † = I &� 6�� :�
�4 �	����R ?��� �4 ���� g���� SUn(C) ���� �* ���% 6�� ?	�0� �4 ���% �� ,
��" ��R ./� �� �* �*��* �5�9 <��
4�"�

Y��� g���� ��: ,�� &* <��" �4 �� SU2(C)[���% :� �JS �0 &� 	0� <��� 	���"

U ∈ SU2(C) −→ U = {
(

a b
−b∗ a∗

)
, |a|2 + |b|2 = 1. +32�

���� ./� r2�R :�� =��� &* &� �	S �� �X .$
� )�
O U1(C) ���% :� �JS �0 &� ./� sV�� 6
�O H0

U1(C) = {eiφ, φ∈[0,2π]}. +33�

Y	��
�* �'��� �� �2���� )�0 >��"�4 &* @�/�4 ��*�4 )	�* �� )�0 >��"�4 �#�  �$ � �! ���	


σ1 =
(

0 1
1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0
0 −1

)
. +34�

At



Y	��� �4 ^	� ��: &3*�� �� �0 >��"�4 6��

σkσl = iεklmσm, +35�

���% �� ��: &S��G4 &� ��� <��� <��" �4 &3*�� 6� � &* &X�" �* ?ε123 = 1 � ./� <��;�4��� EI 4����$��" εklm <9�� &�
?	0� �4 ,
��" 8 &8"�4 �* ��*9�
`

G0 = {±I,±σ1,±σ2,±iσ3}. +36�

?./� 16 &8"�4�* ��*9�
` ���% u� ��: ���% 6
�O H0

G1 = {±I,±σ1,±σ2,±σ3,±iI,±iσ1,±iσ2,±iσ3} +37�

�X .$
� )�
O ���% 6�� WF�� �� ?./� �0���4 ���% �� :� �2�M4 �� n )�0 .����X ���% ���� Sn ���% &� H
��� �4
./� �����R�* )��v�� .
�0� :� ���% 6�� 	�� H
0��R �I	�* &� ��
2� &* �2� ?)�JS n )&S��G4 �� )�0 ���/��R ���%
?H
0� �4 ���F &�2�34 ���4 &��%�	X gL* �� �� �� <9 &� ./� ,
2� 6
�0 &* ?�:�/ �4 )���V �� <9 ,;�$4 &�2�34 &�

!"#�
$ ���� �

&S��G4 6�� :� .����X �� ?H��
% �4 �'��� NH
�� �4rL�4 1, 2, · · ·n )�0 1$O�*�* ���5�9 &� �� n :� &S��G4 ��
?H
0� �4 g���� Sn �* ���0 .����X 6�� @��" &S��G4 ?./� w��R )�� &S��G4 6�� :� ���� � �� &* �� .���� ��

Y��� <��� ��: ,�� &* �� α ∈ Sn .����X �� <��" �4

α =
(

1 2 3 · · · n
α(1) α(2) α(3) · · · α(n)

)
. +38�

Y��� �4 
���"��: =��� &* �� <9 7�V N	���* .����X�� α, β ∈ Sn �%�

(αβ)(k) := α(β(k)), +39�

����R ���� � �� &* �� .���� �� 1
��" &� �G�9:� ?./� β � α.���� �� 1
��" <��0 αβ &� ./���4 6�� &* WF�� �� &�
�JS 6
�O H0 ?./� &�$* 7�V 6�� .!" Sn &G
���� ? ./� .����X �� �
� αβ >� N./���� � �� &* �� .����

Y./� ����0 .���� <��0 &� ���� ��X� &S��G4 6���� 	���

AA



e =
(

1 2 3 · · · n
1 2 3 · · · n

)
. +40�

�
� Nα ∈ Sn �JS�0 <���� N ./���� � �� &* �� .���� �� ��R ���� � �� &* �� .���� �� <���� &� ���G�9:�
?H
0� �4 <��� α−1 �* �� <9 &� ./� Sn �� )�JS

:� �� k �JS 6�� �� %�0 ��� �4 �	 ���R ��� " k 9 ,[ �
/ � � ���� �� NSn .����X ���% :� α �[ JS �� ����� �
&* α ∈ S3 �JS ?./� #�M4 	�O &* &X�" 
���" 6�� H5� )��* ��� 6���5* ?	�� �G*�X ,�
/ �� �� �� ���" n )&S��G4

Y./� ���" &/ ,�
/ �� ��: ,��

α =
(

1 2 3
2 3 1

)
, +41�

���� =��8S &*

α(1) = 2, α(2) = 3, α(3) = 1. +42�

Y./� ���"��5O ,�
/ �� β ∈ S5 �JS 6
�O H0

β =
(

1 2 3 4 5
3 2 4 5 1

)
+43�

���� =��8S &*

β(1) = 3, β(3) = 4, β(4) = 5, β(5) = 1. +44�

?���� �4 ���� .*�P �� a )&3;� β &� 	
�� .F�

?./� ���G*�X �� γ =
(

1 2 3
2 1 3

)
NS3 �� #�M4 <���S &* ?./� ���"�� ,�
/ �� 10 ���G*�X �� ������

?.��� ���"�� )�0 ,�
/ :� �*�V ,��� =��� &* <��" �4 �� .����X ���% :� �JS �0 &� ��� .*�P <��" �4

���� 
� ����� ���� ���

�JS e &� ./� S3 ��*9�
` .����X ���% 6��" ���/ ?./� ��*9 � ���� �JS �� &� ./� S2 .����X ���% 6��" ���/
Y����

S3 = {e, α, β, γ, δ, η}. +45�
Cycle9

Transposition10

Aa



Y:� 	�"��8S �JS� 6��

e =
(

1 2 3
1 2 3

)
, α =

(
1 2 3
2 1 3

)
, β =

(
1 2 3
1 3 2

)
,

γ =
(

1 2 3
3 2 1

)
, δ =

(
1 2 3
3 1 2

)
, η =

(
1 2 3
2 3 1

)
. +46�

?	0� ,
��"�� ���% 6�� 7�V #�	X �����* 	���" �4 �	����R
?H
�� ���4 �� ���% �� )�0 	2�4 @�5-4 &� ./� ��5* H
�� &�2�34 �� �JS n.����X ���% &��9:� ,8F


%�� &�� �'��
 � ���� (� � 
) �*+	 �

���� ?	��9 �4 ./	* β � α � �S �� 7�V :� S3 ���% ����S &�0 &� ��� Z
;!" <��" �4 �����*

S3 = {e, α, β, αβα, βα, αβ}. +47�

6�� :� ���L2� )�0 <��" 7�V :� ���% 6������S @��" ���� N	��$0 S3 ���% )�0 	2�4 β � α &� H
��% �4 =��� 6����
Y	����F�* ��: )�0 &3*�� � �S �� 6�� 6
* &� ��� .F� 	��* &�82� ?	��� �4 	
2�" xE3�� &*�� 	��9 �4 ./	* �JS ��

α2 = e, β2 = e, αβα = βαβ, +48�

?	�� ��� 	
2�" S3 ���% �JS e <��0�G* )�
O �0 	2�4 )�0 <��":� �� " ,*�F 7�J���� d���0 <9 &G
���� &�
{I, σ1, σ2, σ3} ����S :� G1 ���% � ��� �4 	
2�" {I, σ1, σ2} ����S :� G0 ���% &� 	0� <��� 	���" �4 �	����R 6
�O H0
�
� �� {I, iI, σ1, σ2} )�0	2�4 <��" �4 G1 ���% )��* #�M4 <���S &* ?.$
������0	2�4 7�L��� &�	
�� .F� ?��� �4 	
2�"

?��� 7�L���

�JS �0 ��%�0 H
��% �4 ���% )�0 	2�4 �� S = {g1, g2, · · · gn} ,M4����S:� )� &S��G4 ��: G ���% ���� ������
]/�" {Z, +} ���% #�M4 <�� �S &* ? .��� S )�JS� �-�4 � .8M4 )�0 <�� " :� �*�J���� =��� &* <��� * �� ���%
�� � G = 〈S〉 H
$��� �4 �0 .2�� 6���� ?��� �4 	
2�" S = {n} ]/�" {nZ, +} ���% 6
�O H0 ?��� �4 	
2�" S = {1}

?G = 〈g1, g2, · · · gn〉
���0 &3*�� 6�� �%� ?H�	�� S3 ���% )�0 	2�4 ���4�� &� ���0 &3*�� ,M4 ���� ��X� ���0 &3*���0	2�4 6
* ����4 �J�*��

H���� #�M4 <���S &* ?G = 〈S〉/R H
$��� �4 =��� 6���� NH
0� <��� R �* �IS��G4

S3 = 〈α, β〉/{α2 = β2 = e, αβα = βαβ}. +49�

AB



?��� �4 �	���R Cyclic Group )��� ���% �� ���% <9 N��� 	
2�" �JS �� ]/�" �5�" G ���% �� �%� Y 
���"
�0���4�� )��� ���% �� :� �2�M4 ?.��� �JS�� :� �2���4 )�0 <��" =��� &* �� �JS� &�0 <��" �4 �0��% 6
�O����

Y:� ./� =��8S Infinite Cyclic Group

G = {e, a, a2, a3, a4, · · ·} +50�

Y������ ��: ,�� �0���4 )��� ���% ��

G = {e, a, a2, · · · , an−1}, +51�

?an = e <9�� &�
Y��: 7�V #�	X�* �0��% ,M4 .$
� )��� �I4��2� ��*9 ���%�0 �4� N./� ��*9 �I��$4 )��� ���%�0

e a b c
e e a b c
a a e c b
b b c e a
c c b a e

+52�

?.$
� )��� ���% 6�� &� 	
�� Z
;!" �����* 	
���" �4

!"#�
$ ���� �
) �*+	 �

Y:�	�"��8S NSn .����X ���% )�0	2�4

S = {α1, α2, · · ·αn−1}, +53�

Y���� =��8S &* ?	�� �4 k�S �� i + 1 � i )�X �5�" &� ./� ������X αi <9�� &�

αi =
(

1 2 3 · · · i i + 1 · · · n
1 2 3 · · · i + 1 i · · · n

)
. +54�

&3*�� �0 	2�4 6�� 6
* &� 	�� <��" �4 �����* ?	��� �4 	
2�" �0 .����X 6�� :� Sn )�JS� @��" &� ��� <��� <��" �4
?���� ��X� ��: )�0

α2
i = e,

AD



αiαi+1αi = αi+1αiαi+1,

αiαj = αjαi if |i − j| > 1. +55�

+,�� ���� 	

��% )y�2���" &�2�34�� )���: .
�0� ���% 6�� ?./� Braid ���% �� �$
% ���% N.����X ���% :� Z
�S � 12�X H
��" ��
p�;� <��0�* &!-� 6�� =�:��4 &* )� &!-� ?	�� &���%���F p1, p2, · · · , pn ) &3;� n &!-����� &� 	
��k�� ?���� �0
6�� ?	��� �4 ,�� ��c�* p�;� &* �� ��
��� p�;� &� 	��
�* �'��� ��!�4 &S��G4 �� #�� ?	��
�*�'��� <9 )����
�I��V ?	���L* 7�"� f
� ���	����� &*��� 	���* &���� �0��L2� ,���0 	����" �4 �2� 	��� W3F �� ���	�� 	��8� �0 ��!�4
H
��% �4 �I�E3�� ?	��� �4 &���% �'��� <�$�� H0�* 	���* ,�	8" ,*�F ���	�� &* &�/�
� ��U &* &� ��!�4 &S��G4 ���0
<9 ���"��0 (E� �� ��!�4 &S��G4�0 ?�0 ��!�4 ��R &� � 	���� .
�0� �4 )��* &� ./�0 ��!�4 ���"��0 (E� ];� &�

YH�����" Z
F� ��U &* ?��* 	0��R�$
% ���% �JS ��

γ : [0, 1] −→ R2 × [0, 1], |γ(t) = (γ1(t), γ2(t), · · · , γn(t)) +56�

�0 ��!�4 6����4���� &� ./� 6�� �	�0� <��� c�* =��8S � 	��$0 WU�;�4�
` &�/�
� )�0 ��!�4�0 γ1, γ2, · · · γn <9�� &�
���� =��8S &* N	��� �4 d��� ��
��� p�;� :� �0 ��!�4 6�� ?	�� �4�

z" �� � �-� 6
* t ����

γ1(0) = p1, γ2(0) = p2, · · · , γn(0) = pn, +57�

������X (γ1(1), γ2(1), · · · , γn(1)) p�;� ���� =��8S &*N	���* �5�9 ���	�*� p�;� :� ������X 	����" �4 �0 ��!�4 )�5��� �
?./� (γ1(0), γ2(0), · · · , γn(0)) p�;� :�

?H
0� �4 g���� α, β, γ, · · · T��� �* �� ���% )�JS� ?./� <9 ���"��0 (E� �� ��!�4 &S��G4�� �$
% ���% �JS�0
k�� ?H
�� �4 
���" ��: 1
"�" &* �� ��-�4 ��!�4 �� 7�V .$L� ?H
�� 
���" 7�V �� ����S 6�� )��* 	��* #��
#�� &� 6�� ���� )��5� {�!2 &* ab 7[ �V =��� 6���� ?	���* ��!�4�� b : [0, 1] −→ R3 � a : [0, 1] −→ R3 &� 	
��
� α = (α1, α2, α3, · · · , αn) ���� �$
% ���% �JS�� 7�V 1
"� " 6
�0 &* ?�� b ��!�4 	� * � H
 �� �U �� a ��!�4

���"��0 (E� :� ��*	0��R =��8S β = (β1, β2, β3, · · · , βn)

αβ = (α1β1, α2β2, · · · , αnβn). +58�

Y��� �4 
���"��: ,�� &* ��� �4 �U >�S�* .5X�� &� )� ��!�4N	��* ��!�4 �� a : [0, 1] −→ R3 �%�

a−1(t) := a(1 − t). +59�
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?B5 )�$
% ���% :� �JS �� YA ,��

��!�4 ���"��0 (E� �4��'�4 ����4 &�0�� &�82� &� H
�� �4 
���" ��: ,�� &* �� �$
% ���% �JS �� <���� <��" �4 #��
?./�0

α−1 = (α−1
1 , α−1

2 , · · · , α−1
n ). +60�

d�� f
0 <�	* &� ./� )� ��!�4 &�/� ���"��0 (E� 	���� �S �I��V ?	�� �4 ,4�� �� �$
% ���% 
���" =�'�E4 6��
?	�� �4 ,�� ��c�* p�;� &* �� ��
��� p�;� �*�"� f
�

?	0� �4 <��� �� B5 ���� )� &3;� 5 )�$
% ���%:� �JS �� (A� ,��

�4 
���" &���O �$
% ���% :� �JS �� (���4 � �$
% ���% :� �JS �� 7�V &� 	�0� �4 <��� �
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